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Analisis de Senales Aleatorias
Ejercicios Resueltos:

1. Suponga que x(t) y v(t) son dos procesos aleatorios (P.A) estacionarios en sentido amplio

(WSS), con funcién de auto correlacion R,,(7) = 2e7 "l ; R,,(7) = e3I7

a. Usando x(t) y v(t), muestre como construiria un P.A g(t) cuya funcién de auto correlacién
Ryy(T) €s: Ryy(T) = Ryx(T)Ryy(T).

. . _ 2
Puede usar el siguiente par de transformada: e~#!7l & -2

ﬁ2+w2

Asumiendo que x(t) y v(t) son estadisticamente independientes; g(t) se puede representar
como:
g(@) = x(t) - v(¢)
Ryq(t) = E[x(t + Dv(t + D)x(t)v(t)]
Ryy(r) = E[x(t + Dx(®)]E[v(t + Dv(t)]
Rgg(D) = Rex(DRyy ()

b. w(t) denota un P.A WSS con funcién de auto correlaciéon R, (t) = 6(t). Suponga que w(t)

es la entrada a un sistema causal, LIT de primer orden, cuya ecuacidon diferencial es:
dx(t)
Tdt
x(t)sea R, (1) =2e I,

+ ax(t) = bw(t), determine el valor de a y b para que la auto correlacion de la salida

b
a+jw

De la ecuacion diferencial: H(jw) =

4
1+w?

La transformada de Fourier de R, () = 2e~! es: S, (jw) =
Sabemos que Sy, (jw) = |H(jw)|? - Sy (o)

Dado que Ry, (1) = §(7), S,w(w) =1

Por lo que: S, (jw) = |[H(jw)|?

4 _| b |
1+w? la+jow
4 b?

1+w? a+w?
Porloquea=1yb =2



C.

Es posible tener un proceso estacionario en sentido amplio z(t) cuya funcién de auto
correlacion sea R,,(t) = R,,(t) * R,,(T), i.e., R,,(T) es el resultado de convolucionar
R, (t) y R,,(7).Halle larespuesta en frecuencia del filtro H(jw) necesario para obtener
el P.A WSS z(t) cuando la entrada al filtro H(jw) es w(t) ( R,,,, () = 8(T) ).

RZZ(T) = Rxx(T) * va(T)
Szz(@) = Syx(w) * Spp(w)

A la salida del filtro se tiene: S,,(jw) = [H(w)|2S,w (@)

Dado que RWW(T) = 6(1), Sww(i(‘)) =1 Szz(j(‘)) = |H(i(‘))|2

4 6
_ N2
14+ w29+ w?2 ()l

4 6
(1 + w?) (9 + w?) = H(jjw)H(—jw)

2V3
1+jw)(B+jw)

H(jw) =

Sea un proceso ergodico (PE) xi(t), uniformemente distribuido entre —-B y B con una DEP
constante para el rango de —2000 < w < 2000 rad/seg . Sea el PE x;(t),
independiente de x;(t), uniformemente distribuido entre —B y B y con DEP constante para el
rango de 180007 < |w| < 200007 rad/seg.

i ]

fdp,
=S, (W)

DEF,,

Zo00p 0 ~ Zo00pi
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fdpx2

S,

i i i i
5 20000pi -160C0pI 0 18000pi  20000pi

Determine:

a. Obtenga B si se conoce que la potencia promedio total de x(t) es igual a 1 Watt:
PpromtotalXZ = 1Watt.

Como el proceso es ergddico: Ppromeotar = E[x22(t)] = 1

N PpromtotalXZ = E[xzz(t)] = E[xz(t)]z + O'xzz = 1Watt

E[x, (O = 0
b — a)? 2B)?
Fle? @] = ot = = = D)

B =

Con el valor de 0,,2 es posible obtener el valor de h, en la DEP de x,(t).

1 200007
1=2|— h,d
"

80001
hz = 5 X 10_4
h’l = 5 X 10_4

b. Seay(t) = x1(t) + x,(t), determine si es posible o no que y(t), este uniformemente
distribuido entre -2B y 2B. Utilice la potencia como criterio de su analisis.
Calculemos la autocorrelacion de y(t)

Ryy (T) = Rxlxl (T) + Rx2x2 (T) + %@%@J"l— %%@]
5 Ryy(T) = Ry1x1(T) + Ry2x2(7)
Syy(W) = Sx1x1(W) + Sxax2 (W)Syy(W) = Sx1x1(W) + Sxox2(W)

Grafiquemos S,,,,(w)
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Ppromtotal = E[xlz(t)] + E[xzz(t)] = 2Watt

—q)2
Lo que debe coincidir con: O'yz = (blg)
2
b—a)® (43
Ely 2(9)] = 0,2 = L= 9 BB L,

12 12
Por lo que no es posible que el proceso y(t) = x4(t) + x,(t) tenga una FDP Uniforme entre

—-2B vy 2B.
Sea z(t) = x,(t)cos (190007t + B), con B uniformemente distribuido entre [—m, m].

Determine la expresion matematica de la DEP de z(t) y grafiquela detalladamente . Asuma
que el PE sinusoidal es independiente de x;(t)

X5(1) z(1)

p(t)=cos(19000xt+p)

Se sabe que si P(t) tiene una fdp uniforme entre [—m, 7T]:

E[P(t)] =0,y Rpy(7) = %cos(19000m)

Sp(w) = %6(W —19000m) + %S(W + 190007)
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3. Considere un sistema LIT, como el que se muestra a continuacidon, donde los procesos x(t) y

z(t) son estacionarios en sentido amplio (WSS), no correlacionados y la potencia promedio
total de y3(t) es 2Watts.

Determine:

H;(jw)

—Jj sign(w)

y5 ()
%

a. Escriba la expresion matematica y grafique la densidad espectral de y;(t) en funcién de n.
Ryy() = Ry(7) + Rz (T) + Ry (T) + Ryx(7)

Se sabe que:

Luego:

Ry, (T) = sz(T) =0

Ryy(T) = Rx(T) + RZ(T)

Sy (@) = Sy(w) + 5, (w)

Sy, (@) = Sy () |Hy (jw)|?

Sy, (w) =g1_[(%) +%5(w —%) +%5(w +%)

pi2 -

Densidad £ spectral de y (D)
T

-pir2



b. Escriba la expresion matematica y grafique la densidad espectral de y,(t) en funciéon de n.
Hy(jw) =1+ e 2 =1 + cos(2w) — j sin(2w)
|H,jw)|? = (1 + cos(Qw))? + sin(2w)? = 1 + 2 cos(2w) + cos?(2w) + sin?(2w)

|H,jw)|? = 2 + 2 cos(Qw) = 4 cos?(w)

Sy, (@) = Sy, (w)|Hy(jw)|* = 4 cos*(w) gl_[ (%) = 21 cos?(w) 1_[ (%)

Densidad Espectral de Sy2(t)
25 T T T

S(w)/n

0.5~ _

05— =

c. Escriba la expresion matematica y grafique la densidad espectral de ys(t) en funciéon de n.
H3(jw) = —j sing(w)

|H3(jw)|? =1

Sy, () =S, (w)|Hs(jw)|* = S, (w) = 4 cos?(w) gn (%) = 21 cos?(w) 1_[ (%)



Densidad Espectral de Sy3(t)

25 \ \ \

1.5

S(w)/n

-0.5—

d. Calcule el valor de n.
Se sabe que la potencia promedio total es 2 Watt:

s T

1 1
Ppromediotoml = % J Sy3 (w) dw = % f 2n cos?(w) dw

- -

T
Ui Ui
Pyromediosorar = T f cos?(w) dw = ;47‘[ =7
-

n=2
e. Calcule la potencia promedio total de y;(t).

T

1
P, =% fSyl(a)) dw

-1



4. Se define el proceso estocastico x(t) = A — Btdonde A y B son dos variables aleatorias
Gausseanas de valor promedio igual a cero y desviaciéon estandar 6, = og = 0,5. Si se
conoce que A y B son estadisticamente independientes, determine la probabilidad de que
x(t) tome valores menores o igual a 0,3 para t = 7seg. Analice si el proceso es WSS.

x(t) =A—-Bt
/\f\/\:_/_\/_\/
I
I
.
o
I

t=7seg

P(x(t) <0,3)|=7
Px(t) <0,3) =1— P(x(t) > 0,3) = 1—Q (O?’a;“")

Debemos calcular el valor promedio en conjunto con la desviacién estandar.

* = E[x(0)]

tx = E[A — Bt]
1y = E[A] — E[Bt]
e =0

2 5 Nota: Con esto se cumple que la 2

¢ = E[(x(0) —)?) = E[x(©* = | varianza es igual a la media #=|

Oy 2 =E [AZ] + E[B?*t?] — 2E[ABt] estadistica porque el promedio

2 = 0,% + 0g’t? — 2EIAIEBE} es igual a cero.

2 _052+052t2)

=0,25 +(49/4);parat=7

2=125

o, = 3,54

0,3
P(x(t)S0,3)=1—Q<354

P(x(t) <0,3) = 0,5319

) =1-0(0,08485) ~ 1 — 0,4681

¢Es el proceso WSS?



e Ex(®)]=0
e E[x(t)x(t + t)] - veamos si depende sélo de T
R (t,t +7) =E[x(t)x(t +1)] = E[(A— Bt)(A — B(t + 1))]
Ry (t,t + 1) = E[A%] + E[B?t(t + 1)] — E[AB(2t + 7)]
R (t,t+7)=05%2+0,5%t(t+1)—0
Rex(t,t +7) = 0,25+ 0,25t(t + 1)

El proceso NO es WSS!! La funcion de autocorrelacidon depende de t

. Sea z(t) = v(t) - v(t+T), donde v(t), es un proceso aleatorio estacionario no periédico y T es una
constante. Determine el valor promedio y la varianza de z(t) en funcion de la autocorrelaciéon de

v(t) (Rvv(t) )
v(t)
L h(t) =6t +T)

Figura 1.

2 =v(t)—v(t+T)
R..(7) = E[z(t)z(t +D)]= E[v(t) = v(t + T))v(t + ) = v(t + 7 +T))|
= El(tWv(t +7) —v(tW(t +T+T) = v(t + TW(t +7) +v(t + T)v(t + T +T)]
= E[v(t)v(t + 7) |- E[v(t)v(t + T+ T) |- E[v(t + T)v(t + )|+ E[v(t + T)v(t + 7+ T)]
R_(1)=2R, (1) R, (t+T)—R,,(t-T)
Sabemos que:
R..(0) = E[z(1’*]
Elz0?]=2R, )~ R, (T)-R,,(-T)
£l ]=2[R,, )~ R, (1))

Sabemos que :



para T 00 RZZ(T):E[Z(l‘)]2
E[z()f =R_.(0)=2R, ()= R,,(<0+T) =R, (o—T) =0
E[z(n]=0

0> = El:0) |- E0F =2[R,, )R, (T)]

6. Sean x(t)y y(t) dos seiiales deterministicas descritas a continuacion:
4
x(t) = —cos (Znt + Z) + sin(4mt) — sin(6mt)

T
y(t) = —cos (Znt — Z) — 3 sin(4mt) + cos(6mt)

Determine:
a. La Autocorrelacion de x(t)

Sea:

x(1) = cos(Z;zz + % + 7:] +sin(47m)+sin(67 + 1)

x(t)= cos(Zm‘ + 577[] + 005(4711 + %j + 003(6721 + %Tj

Calculando la autocorrelacion de una sefial deterministica, es decir, la autocorrelacion como
promedio temporal de una sefial de potencia:

R_(7)= 1 j x(t).x(t +7)dt;
T T
se obtiene

R (7)= % cos(277)+ % cos(47t)+ % cos(677)

b. La Autocorrelacion de y(t)

De forma similar a la pregunta anterior se obtiene:
1 9 1
R, (7)= Ecos(Zim’)+ Ecos(4m’)+ Ecos(67n')

c. La Densidad espectral de potencia de x(t).



DEP, =S () = F{R_ (1)}

§[§(a)+ 27) + 8(w—21m) |+ % [6(w+47)+ 8(w—4m)]+ % [6(w+67)+ 5(w—67)]

Sy (W)
¥
T
A A A 2 A A A
> w
-B1r -4 =21 21 41T 61T

d. La Densidad espectral de potencia de y(t).

DEP, =S (w) = F{R,, (1)}

%[5(a)+ 27) + S(w— 27:)]+977T[5(a)+ 41) + 5(a)—4;z)]+§[5(a)+ 67) + 8(w—61)]

Sy(w)
‘9
m
A > A
AL
1 1 1
| } } | P w
-61T -4 =217 21 41 61T

e. La Potencia de x(t)

17 3
P = E_J;SX (w)dw = EWatts

f. La Potencia de y(t)
1 5 11
P, = EJ;S}. (@)de=—Watts

g. La Potencia de z(t)=x(t) + y(t)



P P

HORREETO IR

+P,= gWatts + EWatts =TWatts
2 2

h. La Densidad espectral de potencia de z(t).

S (=5 (0)+S (o)

S, (W)
A
A ot A
T T ) T
| | | | b w
-6TT 47T 21T 21 41T 61

7. Para el sistema mostrado en la Figura2, se sabe que los procesos aleatorios X(t) y Z(t), son
procesos estacionarios en sentido amplio, no correlacionados, X(t) es un proceso gaussiano y

tiene como funcién de autocorrelacién R, () =9 + %8(‘:); y Z(t) = cos (10t)

H2(jo)

f(jw)
> _{1, 8 < |w| < 12
|0, paraotrow

Hl(jw)
X(t) 1
B e 1 —
1 41 (@—10)
2
Determine:

R( M(t
LX)

Figura 2.

a. Laexpresion analitica de hi(t).

h(t) = 4e™ cos(10t)u(t)

T Z(t)

b. La grafica detallada de la densidad espectral de potencia de H1(jw)

2

H (jw)=

H,(jo) =

+
2+ j(w+10) 2+ j(w—10)

4 4

+
4+(@+10)>  4+(w—10)

H3(jo)

fw)

_ {1'
=10

lw] < 2
para otro w




C.

IH1Gw)|?

La grafica y expresion analitica de la densidad espectral de potencia de la salida del sistema.

Como el sistema de la figura2 no es LTI, se debe estudiar el paso de la sefial de entrada por

cada una de las etapas del sistema e ir observando la densidad espectral resultante de cada
una de ellas.

Se(@) =S ()|H (jo)|'|H,jo)| =S (@)|H,(jo)|

S (w) =1870(w) +%
o [ a4 Jqfe+10 4 »-10
[H 5 (jo) {4+(w+10)2}n[ 4 j+[4+(w_10)2}1—[( 4 j
’ w+10 2 ®-10
SR(w)_LHwHO)JH( 4 j+[4+(w_10)2}n( 4 j

S, (@)= i{SR(a)) 2 [5(0-10)+ 8o+ 10)]}
27 2
S, (@) =S, (w)]‘[[%j
1 0]
SO = H(Z]




d. La potencia promedio total a la salida del sistema.
1.7 1
Pprom—taml = 2 |:2_[ 4 2 d(():|
T| o4t
11 (o
27| 2 2

2
8. Lasenal aleatoria X(t)=4cos(6000mt+¢); con ¢ uniformemente distribuida entre —m,;t ; pasa
por el sistema de la figura 3.

Transformador |H,(jw)?
de Hilbert
Z(t) A Y(t)
w— JANE VAN e
> h(t) =6(t—2) —6000r () 60007 (5
Figura. 3

Determine:
a. Autocorrelacion de Z(t).

hy(b) = % 4 6(t—2) SH,(jw) = —jsgn(w) + e=/2

|H; jw)|?* = [cosw)]* + [-sgn(w) — sen(2w)]?

|H;jw)|? = cos?(2w) + 1 + 2sgn(w)sen(2w) + sen? Qw) = 2 + 2sgn(w)sen(2w)
Sz(jw) = |H(w)|?Sx (jw)

X(t) es un proceso aleatorio, cuya variable @ tiene una fdp uniforme entre [-m, ] su

- A2
autocorrelacién demostrada en clase es: R, = 7cos(wor)

42
R.(7) = ?cos(6000nr) = 8cos(60007T)

R,(D) > S,(jw) = 81[8(w — 6000m) + 8(w + 6000m)]

Sz(jw) = |H(w)|?Sx (jw)

S;(jw) = 8r[6(w — 60001) + §(w + 60007)][2 + 2sgn(w)sen(2w)]
S;(jw) = 16m[6(w — 60007) + §(w + 60007)]

R;(t) = 16 cos(60007t) = 2R, (7)

b. Autocorrelacion de Y(t).
S, (@) =|H,(jo) 25, (o)



S, (w) esta dentro de la banda de paso H(jw) para @ =60007 |H2(ja))| =2
Sy (@) =(2)’2S (w) =8S (@)
R (1) =8R (1) = 64Cos(6000m)

c. Potencia promedio, DC y AC de Y(t).

P, iR 0)=64 Warts =H(t)’]
Potencia DC de yt)=0 HyOI=0 ({S,(@; no tiene una funcion deltaen el origen
Potencia AC de (t)=0"

o’ =Hy®)’1-Eyof

o> =64 watts

9. Se tiene un proceso aleatorio estacionario en sentido amplio y ergodico X(t) distribuido
uniformemente y con densidad espectral de potencia como la mostrada en la Figura.4. Se
sabe que el nivel DC de dicho proceso es positivo.

A Sxx(jo)
A8
3z 3_7:
2 A 1.10° 4 2
— e ) £ v >w
2 T 2 T
Figura. 4

a. Grafique con detalle la funcién de densidad de probabilidad, del proceso aleatorio X(t)
(fdpX)
Del impulso centrado en el origende S _ (jw) se obtiene la potencia DC

E[X]? :L87£ =4
27

E[X]=2

Potencia ., = ELX (1)*]= 1 [ CGwydw
2z -,

= gr 2 2 om0 + F 10
o 2 2

E[X()']1=4+ % +%103 =5,5025  Watts

Potencia ,. = 6> = E[X (1)*]- E[X ()]* =1.5025  Watts



1/b-a

2
o2 = (b ;2“) =1,5025

b+a

E[X(1)]= 2=> b+a=4

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones y 2 incdgnitas:

b=4,123 a=-0.123

Fxlt)
A

1/4.246

»
0123 4123 TX

b. Determine el valor minimo que puede tomar la sefal X(t)
El valor minimo que puede tomar la sefial X (¢) es-0.123



